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CAPITOLUL 1

Calcul numeric si elemente de matematici

financiare

In acest capitol vom revedea céateva multimi de numere intélnite in
clasele precedente. Vom studia proprietatile operatiilor cu numere rationale,
folosind diverse forme de scriere a acestora. Vom aminti propretétile radi-
calilor de ordinul 2 si 3, definind apoi radicali de ordin superior gi puterile
cu exponent rational.

In finalul capitolului, vom reaminti proprietatile calculului cu procente,
cu aplicatii in probleme concrete.

1. Multimi de numere

Ati intalnit in clasele precedente mai multe multimi de numere:
- mul{imea numerelor naturale N = {0, 1, 2, 3, ...};
- multimea numerelor intregi Z = {..., =3, -2, =1, 0, 1, 2, 3, ...};
- multimea numerelor rationale Q = {% la,beZ,b+# O}.

Sa observam ca N C Z C Q, adicé orice numar natural este si intreg,
iar orice numar Intreg este gt numar ragional.

De asemenea, ati invatgat faptul ca se pot efectua operatii cu aceste
numere: adunarea si inmultirea. lata cateva dintre proprietatile acestor
operatii:

Adunare
1. a+b=>b+ a, pentru orice a, b € Q - comutativitatea adundrii;

2. (a+b)+c = a+ (b+c), pentru orice a, b, c € Q - asociativitatea
adundrii;

3. a+0 =0+a = a, pentru orice a € Q - numarul 0 este "element neutru”
pentru adunare;



4. Pentru orice a € Q existd b € Q astfel incat a + b = 0 - orice numdr
rational are un opus.

Inmultire
1. a - b="b-a, pentru orice a, b € Q - comutativitatea tnmultirii;

2. (a-b)-c=a-(b-c), pentru orice a, b, ¢c € Q - asociativitatea tnmulfirii;
3.a-1=1-a=a, pentru orice a € Q - numarul 1 este "element neutru”
pentru tnmultire;

4. Pentru orice orice a € Q\{0} existd b € Q astfel incat a-b =1 - orice
numdr rational nenul este un invers.

S& observdm ci operatiile de sciéidere si Impértire reprezintd, de fapt,
tot adunari i, respectiv, inmultiri. De exemplu, 7 — 4 reprezintd adunarea
numerelor 7 gi —4.

Aceste proprietdti ale operatiilor de adunare si inmultire au aplicatii
importante in calcule.

>Exercitiu rezolvat

54 se calculeze:

3 5 1 1 9
E_ﬁ_4+§__1_1+§+ﬁ'

Rezolvare:

Efectuarea operatiilor (de la stanga la dreapta) ar conduce la un calcul
destul de lung:

B 3 4+5 1+1+9_ 41+5 i+1+9_
T\N1l 7/ 3 11 3 11\ 11 3 11 3 11

[ 68 i+l+9_ 71+1+9_20+9_1
n 33 11 3 11 33 3 11 11 11 7

Pe de alta parte, folosind comutativitatea si asociativitatea adunarii,
putem ordona gi grupa termenii expresiei astfel incat calculul s8 fie mai

rapid:
3 1 9 o 1
E—(ﬁ‘ﬁ+ﬁ>+(§+§)‘ b

» Exercitii propuse

A. 1. S3 se calculeze:



5 9 3 1 7
z—=4l4z; b)—-4+44 = -3 ——;
a)?+,?; +T?.v ).35_5 —tr;l_E' " 15
Q) sto—14+z d)I-4 242
2 3 6’ 4 3 4 3
2. Si se czlilcule5ze: ; 4 1 o
a) (1+5 fet b) (3—,—{)'(§+ )‘g

E
2(03):005) (o) 0 1-3)-0e3) (-

3. Fien € N. Aratati ca

n(n +1) EN
2
4. S4& se rezolve ecuatiile: -
a)2z+3=>5; b) —3w+1:§;
3
c)g#—l:—;; d) 4z + 5 = 5z + 4;
- 1
= 2 — =
e)'L+3:2; f) 2:2
z+1 3z 7

B. 11. S4 se calculeze:

o) (- -(-me)

2. Fien € N. Ardtati cd urmitoarele numere sunt, de asemenea, nu-
mere naturale:

_nn43) | nt)mL?) n(nt5)n+ )
S MR 6 L 6 '

3. Fie a € Q4 astfel incat a® e numér natural. Demonstrati ca gi a
este numar natural.



2. Forme de scriere a numerelor rationale

Y L) . a
Dupa cum ati vazut, numerele rationale sunt numere de forma 3 unde
a, b € Z si b # 0. De altfel, denumirea numerelor rationale provine din

limba latina, unde "ratio” inseamni raport.
Spunem cé aceasta forma de scriere a numerelor rationale este aceea de

fractie ordinard.
13 A ra
Sa consideram numaéru! rational a = i Daca efectudm impértirea
(figura 1) obtinem a = 3,25.

13 4
12 3,25
=10
g
=20
figura 1

In acest caz, numarul a este scris sub forma de fracfie zecimald.
Sa incercam sd obtinem scrierea ca fractie zecimald a numarului

11

b=—.

3

Pentru aceasta efectudm impértirea (figura 2).
Observam cid acest calcul continud ”la nesfargit”. Am putea scrie

b = 3,6666... intelegand prin punctele puse la sfarsit existenta unui numar
infinit de cifre 6.

11 3
9 3,66
=20
18
=20
18

figura 2



Aceasta se numeste fractie zecimald periodicd simpld si se noteazd con-
ventional astfel: b = 3, (6).

s T 13 .. 13 . 22

In mod similar, = 1,(18) (adica Ty 1,181818...), iar i
3, (142857) (verificati!).

In fine existd §i fractii zecimale mizte (in a caror scriere, zecimalele se
repetd periodic, dar nu incepand imediat de dupa virguld), de exemplu:

% = 3,8(3) (adicé 26_3 = 3,8333.‘.) sau
51
17 = 3,6(428571).

In concluzie, in scrierea numerelor rationale sub forms de fractii zeci-
male existd urmatoarele situatii:

finite (de exemplu 3,25)
Fractii zecimale- veriodice sz"mple (de exemplu 3,(6))
mixte (de exemplu 3,8(3)).

In practic se utilizeazs in mod frecvent numere rationale scrise sub
forma de fractii zecimale (ganditi-va, de exemplu, la minicalculatoarele de
buzunar).

Deoarece este dificil de efectuat operatii zecimale, avand o infinitate de
zecimale (fractiile periodice), se utilizeazd aprozimdri ale acestora cu fractii
zecimale finite.

Astfel, vom spune cd numérul 3, 6 reprezintd o aproximare cu o zecimala

11 :
prin lipsd (sau cu o zecimald exactd) a numirului — = 3,(6), iar 3,7 o

3
aproximare cu o zecimala prin adaus a acestuia. In mod similar, numarul

3,66 reprezintd o aproximare cu 2 zecimale prin lipsd (sau cu 2 zecimale

S TR R 2 Al :
exacte) a numarului —, in timp ce numérul 3, 67 reprezintd o aproximare
cu 2 zecimale prin adaus a acestuia. Desigur,

3,6 < 3,66 < 131 < 3,67 <3,7.

9



In general, o aproximare cu k zecimale prin lipsd (sau cu k zecimale ex-
acte) a unui numar rational r este numarul rational 7 avand exact primele £
zecimale ale lui r. Pentru a obtine o aproximare 7 cu k zecimale prin adaus
a lui r, se aduagd la ultima zecimald a lui 7 o unitate (daca ultima zecimald
a lui T este 9 si cifrele precedente se modificd in mod corespunzator).

>Exercitiu rezolvat

S# se scrie aproximarile cu 4 zecimale (prin lipsd si prin adaus) ale

2
numarului r = —-?’-

Rezolvare:
Efectudnd impartirea obtinem
23
25 = 0,657142857142857... = 0, 65(714285).
Prin urmare, o aproximare cu 4 zecimale exacte a lui r este 7 = 0,6571, iar
o aproximare cu 4 zecimale prin adaus a aceluiagi numér este: ¥ = 0, 6572.
» Exercitii propuse
A. 1. Scrieti sub forma de fractie zecimala urméatoarele numere rationale:

5 2
a) 3 b —1; el =
8 - 6 0 f&)o_ ) 13717421
7’ 999 ' 111111111°

2. Scrieti aproximarile cu 2 zecimale prin lipsa gi prin adaus ale nu-
merelor din exercitiul precedent.
3. Se considerd expresia:

]

1 1
E=Z+=+=,
g7

ot

a) Calculati valoarea expresiei F ca fractie ordinard gi transformati rezul-
tatul in fractie zecimald. Scrieti aproximarile cu 2 zecimale prin lipsa si
prin adaus ale rezultatului.

b) Transformati fiecare termen al expresiei E in fractie zecimala si inlocuiti-
| ecu aproximarea cu 2 zecimale exacte. Calculati valoarea noii expresii si
comparati cu rezultatul precedent. Ce observati?

¢) Transformati fiecare termen al expresiei F in fractie zecimald i inlocuiti-
| cu aproximarea cu 2 zecimale prin adaus. Calculati valoarea noii expresii.
Ce observati?

10



d) Efectuati din nou calculele precedente inlocuind aproximari cu 3 zeci-
male. Ce observati?
4. Fie numarul z = 0, (25). Arétati cd 100z = 25+2. Deduceti valoarea
lui & scrisé sub formé de fractie ordinara.
5. Scrieti sub forma de fractii ordinare urmatoarele numere:
)2, 5; b) 1, 75; ¢) 10,01; d) 0, (4); e) 10, (10).
B.1. Ar#tati cA dac @ reprezintd o aproximare cu 2 zecimale (prin
lipsd sau prin adaus) a numarului a, atunci:

o~ <
a—a < —.
100
Este adevarat gi reciproc?
2. Ardtati c8 dachd @, b, T, reprezintd aproximéri cu 3 zecimale ale

numerelor a, b, ¢ atunci
5=a+b+7C

reprezinta o aproximare cu (cel putin) 2 zecimale exacte a numarului
s=a+b+ec

3. Fie numdrul z = 1,2(35). Ardtati ca: 10z = 12,(35) si ca 1000z =
1223 4+ 10x. Deduceti valoarea lui & scrisa ca fractie ordinara.
4. Scrieti sub forma de fractii ordinare urmatoarele numere:
a) 1,1(2);
b) 35, 3(81);
¢) 2,3(2);
d) 1,23(4).

3. Radicali

Ati Intidlnit in clasele precedente notiunea de radical. Vom
aminti definitia radicalilor gi proprietdtile acestora. Vom defini
radicalii de ordin 3 $i vom observa aseminarea dintre proprietitile
acestora si cele ale radicalilor de ordinul 2.

Fie a un numir ragional. Dac# existd un numér rational pozitiv b astfel
incat b = @ atunci b se numeste radicalul de ordin 2 al lui o sau, simply,
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radicalul lui a i se noteaza
b=+a.
De exemplu, v/81 = 9, deoarece 9 este pozitiv si 9% = 81, iar /1,21 =
1,1 pentru ca 1,1 este pozitiv si 1,12 = 1,21.

B

1 1="¢5_

A 2 C
figura 1

Ne punem urmatoarea problema: existd un numar rational pozitiv r
astfel incat 72 = 57 Rispunsul este negativ: dacs ar exista un astfel de
numar, al ar trebui sa fie natural (vezi problema B3 din paragraful 1.1), dar
patratul nici unui numar numar natural nu este egal cu 5. Pe de altd parte,
daca vom considera un triunghi dreptunghic ABC' cu catetele de lungimi
AB =1 cm si AC =2 cm (figura 1), din teorema lui Pitagora obtinem:

BC? = AB? + AC?.

Notand lungimea ipotenuzei BC cu x, vom obtine desigur % = 5.

Prin urmare, exista un numar al carui patrat este egal cu 5, dar acesta
este numir rational. Il vom nota v/5. Stiti din clasele precedente cé& un astfel
de numar se numeste irafional si cd multimea numerelor rationale impreuns
cu multimea numerclor irationale formeaz& multimea R a numerelor reale.

Utilizand un minicalculator, dacd tastam 5, apoi + obtinem afigat
numarul 2,236067. Nu putem spune insi ci:

V5 = 2, 236067,

deoarece numarul 2, 236067 este un numar rational. Vom spune cé 2, 236067
este o aproximare a numéarului v/5. Mai mult, deoarece

. 2,2360672 = 4, 999995628489 < 5,

12



spunern ca aproximarea este prin lipsi. S& mai observim ci
2, 2360682 = 5,000000100624 > 5.

Vom spune c& 2,236068 e o aproximare a lui v/5 prin adaus. In fine, de-
ducem ca 2, 236067 reprezinta o aproximare cu 6 zecimale exacte a numérului
V5.

Cele de mai sus ne permit si afirmam ca oricare ar fi un numar rational
pozitiv a, existd numarul b = /a, care este rational, fie irational, dar in
acest ultim caz poate fi aproximat cu numere rationale.

Intr-un mod aseménitor se definesc radicalii de ordin 3: considerand
un numir a € Q existd un numar b € R astfel incat b® = a. Acest numar
se numeste radicalul de ordin 3 al num&rului a gi se noteazd b = ¥a.

Astfel,. /8 =2 iar
¢/=0,125 = 0,5
(deoarece 2° = 8 gi (—0,5)% = —0,125), iar latura unui cub avand volumul
de 2 litri are lungimea de /2000 centimetri.

>Exercitiu rezolvat

Calculati, cu 2 zecimale exacte (fiard a folosi un minicalculator), nu-
merele a = 21 51 b = ¥/17.

Rezolvare:

Observim, mai intai, cd 16 < 21 < 25, deci 4 < V21 < 5.

Avem, apoi: 4,12 = 16,81; 4,22 = 17, 64; 4, 3% = 18,49%; 4,42 = 19, 36;
4,5% = 20,25 si 4,62 = 21,16. rezultd ci 4,52 < 21 < 4,62, i, deci, 4,5 <
V21 < 4,6. Deducem ci aproximarea cu o zecimald exact a lui 21 este
4,5. In continuare, calculdm: 4,512; 4,522 ctc. Obtinem 4,582 = 20, 9764
si 4,592 = 21,0681, rezults ci

4,58 < v/21 < 4,59,

deci aproximarea cu 2 zecimale exacte a lui v/21 este 4, 58.
Procedéand analog, obtinem succesiv:

2 < V17 < 3,
2,5 < V17 < 2,86,
2,57 < V17 < 2,58,

13



deci aproximarea cu 2 zecimale exacte a numérului /17 este 2, 57.

Proprietiti ale radicalilor de ordinul 2
Fie a, b numere pozitive. Atunci au loc urmétoarele egalitéti:

8) (va)® =aq;

b) Va2 = a;

¢) Va b= ya- Vb

d) % = % (pentru b # 0).

Justificarea acestor proprietiti este simpld. S& examinim, de exem-
plu, proprietatea c): v/ab este (conform definitiei) numéarul pozitiv al cirui
pétrat este ab. Dar si numérul v/a - Vb este pozitiv si

2

(va-vb)' = (va)* - (v5)’ = a.
Rezultd vab = /a - vb.

Cazuri particulare ale unora dintre proprietitile precedente sunt:
e. av/b = va?b (introducerea unui numsr sub radicali);
f. Va2b = av/b (scoaterea unui numér de sub radical).

Exemple:

) v2-VB=v2-8=V16=14;

2) L \/-2--7 =9 =8
V3 3
3) VB=V12=22
4) 53 = V/52.3 = /125.
Introducerea unui numér de sub radical este utilizatd uneori pentru a
simplifica anumite expresii.

>Exercitiu rezolvat
Sa se aduca la o form& mai simpla expresia:

R = V20 - v5 + V125 — V180.

Rezolvare:

14



Avem
V20 = V45 = 25,
V125 = v25 - 5 = 5/5,
V180 = /36 - 5 = 6v/5.

Rezultd E = 2v5 — V5 +5v5 - 6v5 =0.

Observatie: Proprietitile precedente se adapteaza in mod corespunzator
in cazul cand numerele considerate nu sunt pozitive, avand in vedere c4,
intotdeauna, expresia aflatd sub semnul radical, de asemenea, trebuie sa fie
pozitivd. De exemplu, proprietétile e) si f) au loc pentru a < 08 b > G,
dar atunci avem:

e’ avbh = —Va2b,
) Va2 = —avh.

Exemple:
1) —2v3 = —V22 . 3 = —/13;
2) —~5v/3 = —/52.3 = —/125;
3) 4/ (—4)2 =4.
Proprietiti ale radicalilor de ordinul 3
Proprietétile prezentate anterior pentru radicalii de ordinul 2 sunt val-
abile (cu adaptérile necesare) si pentru radicalii de ordinul 3. Avem:
a (Y2)° =g;
b. Vad = a;
c. Vab= ¥a- Vb
3
d. i/% = % (pentru b # 0);
e. avb = Va3b;
f. Va3b = av/b.

Exemple:

1) V2 Vi=v8=2

/62 D
2) 65:,3/6 5:3125:5.
NG 5

Observatie: Deoarece radicalii de ordinul 3 sunt definiti gi pentru nu-
mere negative, proprietitile precedente sunt verificate indiferent de semnele
numerelor a gi b.

15



