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Probleme de num5rare

Permut5ri gi aranjamente

5. Cornbin5ri
6. Binomul lui Newton

Capitolul 5. Elemente de statisticS, qi probabilit6li
1. Date statistice. Reprezentarea datelor statistice

2. trtecvenld. Medie. Dispersie

Capitolul 6. Geometrie
1. Drepte qi plane in spatiu

3.

4.

109

113

116

122

t29
t29
137

3. Experiente aleatoare. Evenimente. Operatii cu evenimente 

-1404. Probabilitatea unui eveniment 143

t49
149

2. Pozilii relative ale dreptelor qi planelor

3. Paralelism in spaliu
4. Perpendicularitate in spatiu. Distanle
5. Unghiuri in spaliu -6. Poliedre

Capitolul 7. Teste

754

158

165

776

181

189

ln acest capitol vorn r
clasele precedente. Vom _sr u
folosind diverse forme cie sc

calilor de ordinul 2 qi 3. de
cu exponent ra(ional

In finalul capitolului. rc
cu aplicatii in probleme cor_

1. Mullimi de nurnere _

Ati intelnit in clasele :r
- mullimea numerelor natrrr
- mul{imea numerelor intre.
- mullimea numerelor ra!iai

Sd observdm cd, N c Z
iar orice numdr intreg este ;

De asemenea, ali inr.alr
nllmere: adunarea qi inmul,
opera(ii:

Adunare
1. o * b:b I a, pentru orrc
2. (a+b) *c: 0,+(b-
adundrii;
3. a*0 - 0la: 0, p€Dtru ,-,

pentru adunare;

Ca]cul numeri
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4. Pentru orice a € Q existd b e Q astfei incAt a*b:0 - or"ice'nurndr

rulional lre u'n opus.

lnmul!ire
1. a.b:b'a, pentruorice a, b e Q - comu,tatiuitateatnnr,ul[irii';
2. (a. b) .c: a.(b. c), pentru orice o, b, c e Q - asociatititatea tnmulXirii;
3. a . 1 :1 . a: a, pentru orice a € Q - nuntil'ul 7 este "element neu,tt-tt"

pentra tnmullire;
4. Pentruoriceoriee a€ Q\{0} exist6be Q astfelincA,t a'b:l - orice

numd,r rational nenril este un invers.

SH observ5m cd, operaliile de scddere qi imp[rlire reprezin[d,, de fapt,

tot adun6ri qi, respectiv, inmul{iri. De exemplu, T - 4 reprezint5 adunarea

numerelor 7 gi -4.
Aceste proprietdli ale operatiilor de adunare qi inmultire au aplicalii

importante in calcule.

DExercitiu rezolvat
Sd, se calculeze:

"-iJ-ar5-1*l.'?-' lr '' 3 1. 1 ' 3 ' 11'

Rczoluare:

Efectuarea operaliilor (de la stAnga la dreapta) ar conduce la un calcul

destul de lung:
/t \

E--(a-n'\ +!-1*1*!:/ 41 5\ 1 1 e

\1r ) 3 11 3 11 (-n*l) rr+5*rr:
/ ea 1\ 1 I / 7r t\ I 20 I

-l_-__lJ_r--l_-J 
I I I 

- 
1: 

\-33 -n) -5' 1r 
: 

\-JB - i) - 11 - -11 -Tf - -''
Pe de altd, parte, folosind comutatir.itatea qi asociativitatea adund,rii,

putern ordona qi gmpa termenii expresiei astfel inc6,t calculul sd fie mai

rapid:
/q I 9\ /5 1\
\11 rr * "/+(5+i)-n:1*2-4=)Exercitii propuse

A. 1. S5 se calculeze:

a)

c)

2.

a)
l

:

3. Fie n e N. Ardtafi r

4. Sd se rezolve ecuatiil
a)2r*S:5; b,

.) 1+1:-3u.'2 2' dl

2. Fie n e N. Aratai: ,,
mere naturale;

n(rt | 3\
2

3. Fie o e e1 astfe: r: -

este numdr natural.
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Spunem cd aceastd form5, de scriere a numerelor ralionale este aceea de

fraclie ordinard,.

Sd considerdm num5rul ralional o : |. DacS efectuSm imp5,rlirea

(figura 1) ob(inem a:3,25.

2. Forme de scriere a numerelor rationale

Dupd cum ali vdzut, numerele ralionale sunt numere de forma $ unde
b

a. b e Z qi b I 0. De altfel, denumirea numerelor ralionale provine din
Iimba latinS, unde "ratio" inseamnd, raport.

Egurz2

8

Aceasta se numeqte fo
ven[ional astfel: D: B, (6)

ln mod similar, f =

3, (1 42852) 1r".in.u1i f 
j1

In fine exist5 gi fraclii
repetd periodic, dar nu rn28/28
? : 3, s(B) (adicd f : :

in concluzie, in scrierea
male existd urmdtoarele sitr

3,6 < 3.

Fhacgii zai*or"- [ 
fr'

Irtn acest caz, numd,rul o este scris sub form5 d,e lraclie zecimald.

Sd, incercdm sd obtinem scrierea ca fraclie zecimal5 a numS,rului

11A-

Pentru aceasta efectudm imp5rlirea (figura 2).

Observdm cd acest calcul continu6 "la nesfArqit". Am putea scrie

b:3,6666... inlelegAnd prin punctele prrse Ia sf6,rgit existenta unui numdr
infinit de cifre 6.

11 lt
9 I 3,66

=2O
18

=2O
18

_a
-2

ln practicd se utilizeaza
form5 de fraclii zecimale (sa
buzunar).

Deoarece este dificil de er
zecimale (frac{iile periodice,r 

.

zecimale finite.
Astfel, vom spune cd num

prin lipsd (sau cu o zecimalz

aproximare cu o zecimali pr,
3,66 reprezintd, o aproximare
exacte) a num5rului $, rn t..
cu 2 zecimale prin addus a a.,
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ln general, o aproximare cu k zecimale prin lips5, (sau cu k zecimale ex-

acte) a unui num5r ralional r este numdrul ralional F avAnd exact primele k
zecimale ale lui r. Pentru a obline o aproximare 7/ cu k zecimale prin adaus

a lui r, se aduag5 Ia ultima zecimal5 a lui 7 o unitate (dac5 ultima zecimal5,

a lui r este 9 qi cifrele precedente se modificd in mod corespunz5tor).

d) Efectua{i din nou calcu.,
rnale. Ce observali?

4. F ie num5,rul z : 0. (2
Iui r scrisd sub form5 de fra

5. Scrieli sub formd rle :

a) 2.5; b) 1,75;
8.1. ArHtali cd dacd d

lips[ sarr pr:in adaus) a numi

Este adevd,rat qi reciproc?
2. Ar[ra1i cd, dacd c-. i

numerelor a, b, c atunci

reprezint[, o aproximar.e cu (r

3. Fie numdrul r :1,2(
1223 + 102. Deduce{i vaioare

4. Scrie{i sub formd de fi

-35
Rezoluare'.

Efectu6,nd lmp5,rlirea oblinem

23
gS 

: O, 657742857742857"'': 0,65(714285)'

Prin urmare, o aproximare cu 4 zecimale exacte a lui r este f : 0,6571, iar
o aproximare cu 4 zecimale prin adaus a aceluiaqi numdr este: -rl :0,6572.

merelor din exerciliul precedent.

3. Se consider5 expresia:
a) 1,1(2);
b) 35,3(81);
c) 2,3(2);
d) 1.23(4).

D 7,2 1o:i+E*7

a) Calculali valoarea expresiei E ca fraclie ordinar5, qi transformali rezul-

tatul in fraclie zecimalS. Scrieti aproximdrile cu 2 zecimale prin lipsd qi

comparali cu rezultatul precedent. Ce observali?
c) Trarisformali fiecare termen al expresiei E in fraclie zeclmalH, gi inlocuili-
1 cu aproximarea cu 2 zecimale prin adaus. Calculali valoarea noii expresii.

Ce observa(i?

3. Radicali

A{i intdlnit in clasele
aminti definilia radicalilor
radicalii de ordin 3 gi vom r

acestora gi cele ale radicaL
I.'ie o un nurn5r ra{iona1 :

inc6t b2 : a atunci b se nume

10

2l I

a) 19,
T' w) ggg ' '' tttltttt t 'T' ggg ' '' tttlttttt'2, Scrieli aproximdrile cu 2 zeci rale prin lips[ gi prin adaus ale nu-

b) a: c) 1:'?Boo ' 
'rrr,ro^
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radicalul lui a gi se noteaz5

b: Ja.
De exemplu , ,/81- 9, deoarece 9 este pozitiv qi

1.1 pentru c5, 1,1 este pozitiv qi 1,12 -1,21.
92 : 81, rar lfTpT :

spunem cd aproximarea est(

2,23d-'i-

Vom spune cd 2,23606g e c
ducem c5" 2, 2JG06T reprez i r:

Fvo.
Cele de mai sus ne pern

pozitiv a, existd numdrul D

acest ultim caz poate fi aprc
Intr-un mod asemdndtor

un numdr 0 € Q existd un r
se numeqte radicalul de ordlr

Astfel,. ffi:2 iar

(deoarece 23 : 8 qi (-0,5;3 .

de 2 litri are lungimea de i I
>Exercitiu rezolvat
Calculali, cu 2 zecimale

merele o: rl2l qi b: ffi.
Rezoluare:

Observ5,m, mai int6i. ca _

Avem, apoi: 4, 12 : 16. :.
4.52 :20,25 qi 4,62 : 21. 1r_

t/Tt < 4, 6. Deducem cd apr,:
4,5. in continuare, calculam
qi 4,592 : 21,0681, rezulta cz

i.
deci aproximarea cu 2 zeclma

Proced6,nd analog, obline:

:

Ne punem urmdtoarea problern5: exist5 un numdr ralional pozitiv r
astfel incA,t 12 - 5? R.dspunsul este negativ: dacl ar exista un astfel de

numdr, al ar trebui s5, fie natural (vezi problema 83 din paragraful 1.1), dar
pS,tratul nici unui numdr numdr natural nu este egal cu 5. Pe de alt5, parte,

dac5, vom considera un triunghi dreptunghic ABC cu catetele de lungimi
AB:1 cm qi AC:2 cm (flgura 1). din teorema lui Pitagora oblinem:

BC2 :- AB2 + AC2.

Notiind lungimea ipotenuzei BC cu r, vorl ob!1ne desigur fr2 :5.
Prin urmare, existS un numdr al cdrui pdtrat este egal cu 5, dar acesta

este numdr ralional. il ,ro- nota t/B $ti!i din clasele prececlente cX u rr astfel
de numdr se nuniegte iralr,on,al qi cd mul!imea numerelor ralionale impreund,
cu multimea numerolor ira{ionale formeaz5 mullimea R a numerelor reale.

UtilizAnd un rninicalculator, dacd bastd,m 5, apoi 7 oblinem afiqat
236067. Nu putem spune insd c5:

Ji : 2,236067,

deoarece num6rul 2,236067 este un num5r ralional. Vom spune cd.2,236067

este o aprorimare a numXrului r/5. Vtai mult, deoarece

' 2,2360672: 4,999995628489 < 5,

L2
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deci aproximarea cu 2 zecimale exacte a numd,rului W este 2, 57. Avem

RezultX E:Ztfr-r,,:-
Observalie : Proprierai-

in cazul c6,nd numerele coi:-.

intotdeauna, expresia aflala :
pozitivd. De exemplu, prcp:
<lar eltunci avem:

€

l'r

>Exerci(iu rezolvat
SX se aducl la o formd mai simplX expresia:

Exemple:
r) -2'fr: -\84 - -
2) -s,fz - -!@4: _
$ \y'Iry:4.
Proprietdgi ale radical
Proprietfl(ile prezentate i..

abiie (cu adapt5rile necesaid
a' (fi)' :0,;
b. i,G : 11;

c. W: f/o. ffi;, ^ [& ,"fr, .o 
V; 

: 
Tu 

(Pentru r' =

e. ,ri/6: ilFb;
r. Wb : ai/b.
Exemple:

D W- W: {B :2:
o, ffi ,fo% 3,ri-__'' W -V i :''i:-
Observa(ie: Deoarece :a._

mere nr:gative, proprietdliie p_

nunrcrelor a qi &.Rezoluare:

R: '/x - ,/i + 'M - /80.

t4
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